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 ABSTRAKT 
Tato práce se zabývá detekcí vlastních frekvencí v materiálech pomocí algoritmů 
pracujících v reálných čase. To se používá pro detekci poruch. Je popsána fyzika 
materiálu, problematika diskrétních signálů a jejich spekter a jednotlivé metody pro 
výpočet spektrálních složek. Tyto metody jsou implementovány do programovacího 
prostředí matlab. Jsou otestovány pomocí simulačních dat a reálného signálu.   
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ABSTRACT 
This thesis deals with detection of the natural frequencies in the material structures 
using algorithms working in real-time. It is used for detection of material damage. Is 
described physic of material, issue of discrete signals and their spectrums and 
methods for the calculation of the spectral components of the signal. These metods 
are implemented to Matlab programming environment. Methods are tested with 
simulated data and real signal. 
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1 Úvod 
Tato práce se zabývá problematikou přirozených kmitočtů v materiálových 
strukturách a jejích detekcí pomocí algoritmů, pracujících v reálném čase.  
Vlastní frekvence je frekvence kmitání v systému, ve kterém vibruje rozptýlená 
energie a je funkcí materiálových vlastností prostředí, v kterých se šíří. Díky vazbám 
mezi jednotlivými částicemi v pevným tělesech, dojde k postupnému rozkmitání 
všech částic. Tento jev lze nazvat jako postupná vlna. Vlivem deformací pevných 
těles (například ocelový nosník), dojde ke změnám materiálových vlastností a tím se 
změní vlastní frekvence. 
Díky těmto poznatkům lze analyzovat poškození v materiálech. Pomocí metod 
pro zpracování signálů lze vlastní frekvence sledovat. Ovšem není výhodné sledovat 
celé spektrum pomocí FFT, když víme, že chceme sledovat pouze několik 
frekvenčních složek. Proto byly vyvinuty metody, které mohou počítat spektrum 
pouze pro několik předem známých frekvencí.  
Toto má využití v mnoha oborech. Například ve stavebnictví, kde se pomocí 
modálních zkoušek zjišťuje, zda-li nejsou poškozené nosníky, či jiné důležité části 
staveb. Hojně se využívá při sledování mostů, jak pro silniční tak železniční dopravu. 
Taktéž v leteckém průmyslu, kde se pomocí těchto zkoušek testují celé konstrukce, 
nebo pouze některé její části, čímž se otestuje, zda je konstrukce způsobilá a 
spolehlivá pro konkrétní typy letadel. 
Práce je rozdělena na pět hlavních kapitol. Kapitola číslo dvě, Fyzika materiálu 
popisuje fyzikální podstatu pevných látek a princip šíření vln těmito látkami. 
Následuje ji kapitola číslo tři, nazvaná Diskrétní signály a jejich spektra, která se 
zabývá popisem algoritmů DFT a FFT. Je zde vysvětlena souvislost těchto algoritmů 
a jejich výpočetní náročnost. Dále je zde popsány číslicové filtry typu FIR a IIR. 
Kapitola číslo čtyři, Vybrané alternativní metody pro výpočet spektrálních složek 
signálů, popisuje celkem pět metod, a to: klasický Goertzelův algoritmus, zobecněný 
Goertzelův algoritmus, posuvný Goertzelův algoritmus, vrubová Fourierova 
transformace a algoritmus Chirp transformace. Každá tato metoda je matematicky 
popsána a to i z hlediska výpočetní náročnosti. V kapitole číslo pět nazvané Návrh 
testovacího prostředí je popsán způsob řízení projektu. V poslední kapitole, číslo 
šest, nazvané Simulace a zhodnocení výsledků se nachází výstupy z jednotlivých 
testů a jsou zhodnoceny jejich výsledky.     
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2 Fyzika materiálu 
2.1 Pevné látky 
Jsou tvořeny pravidelně uspořádanými částicemi v krystalické mřížce, zachovávají 
svůj tvar i objem, pokud na ně nepůsobí vnější síly a nemění-li se jejich teplota. Lze 
je dělit na krystalické a amorfní. V krystalických látkách jsou atomy pravidelně 
uspořádány, tvoří trojrozměrné útvary, které lze vytvořit  trojrozměrně periodickým 
opakováním určitého motivu [5].   
 Částice v krystalové mřížce na sebe působí silami přitažlivými nebo 
odpudivými. V normálním stavu jsou tyto síly v rovnováze. Jednotlivé částice jsou 
spojeny určitými vazbami, například kovalentní, iontovou, kovovou atd. Více lze najít 
v [5]. Lze tedy říct že částice na sebe vzájemně působí. Pokud na částice zapůsobí 
energie, dojde k jejich rozkmitání [5]. 
 
Obrázek 2.1: Příklad struktury krystalických (a) a amorfních (b) látek. 
2.2 Vlnění 
Vlnění je kmitavý pohyb přenášený prostorem. Je funkcí času a prostoru. Vzruch, 
který vlnění způsobuje, se z místa šíří prostředím konečnou rychlostí, která je závislá 
na fyzikálních vlastnostech prostředí. Částice se ovšem trvale nepřemisťují, pouze 
kmitají kolem svých rovnovážných poloh. 
 Vlnění se dělí na postupné a stojaté. Dále se budeme zabývat pouze vlněním 
postupným. 
2.2.1 Postupné vlnění 
Mechanické vlny lze popsat jako šíření kmitu v hmotném prostředí. Proces vzniku 
vlny lze ukázat na soustavě vázaných oscilátorů. Mějme v řadě vedle sebe vázané 
pružiny s tuhostí kT a na každé závaží o váze mT. Rozkmitáme-li první závaží, díky 
vazbě se postupně rozkmitají všechna závaží ve směru xS. Oscilátory kmitají se 
stejnou frekvencí. Podobný princip funguje mezi částicemi v látkách.  
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 Mechanické vlny se šíří pouze pružným prostředím. Vzdálenost, kterou vlna 
urazí v prostředí za dobu jedné periody T a s fázovou rychlostí vf se nazývá vlnová 
délka λ  a je dána vztahem  
T
v
λ f= .     (2.1) 
 Matematicky lze tento děj popsat pomocí rovnice vlnění  
( )lktωAy v-sin= ,             (2.2) 
kde A je amplituda, t je čas, ω=2πf je úhlová frekvence, l=vfT je vzdálenost uražená 
za dobu T s fázovou rychlostí vf. Rovnice popisuje vlnění, které se šíří ve směru 
vlnění l s úhlovou frekvencí ω a vlnovým číslem k. 
 Vlnové číslo kv lze vyjádřit jako 
λ
π
k
2
=v ,        (2.3) 
a udává kolik vlnových délek se vejde do jednoho metru. V tomto případě, kolik vln 
se vejde do 2π metrů. 
 
Obrázek 2.2: Příklad postupné vlny. 
2.2.2 Šíření vln v pružném prostředí 
Rovnice (2.2) lze odvodit pohybovou rovnici pro jednorozměrnou podélnou vlnu, 
která se šíří ve směru l 
2
2
2
2
2
=
l
u
v
t
u
pp
 ∂
∂
 ∂
∂
,             (2.4) 
kde vPP2 je rychlost šíření vlny v pružném prostředí. Pokud je plocha prostředí 
konstantní podél osy x, lze psát 
ρ
E
v pp = ,            (2.5) 
kde E je modul pružnosti materiálu a ρ je hustota materiálu. Lze tedy říci, že rychlost 
šíření podélných vln je funkcí materiálových vlastností prostředí, v kterých se šíří. 
Nyní můžeme zapsat vzorec pro výpočet vlastních frekvencí  
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ρ
E
λvk
π
f ppvvl =2
1
= .        (2.6) 
 Vlastní frekvence je frekvence kmitání v systému, ve kterém vibruje rozptýlená 
energie. Ze vzorce (2.6) je vidět, že vlivem deformace materiálu (prasklina,ohyb atd.) 
se vlastní frekvence mění. Toho se v praxi využívá například při detekci poškození 
namáhaných materiálů [4], [11]. 
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3 Diskrétní signály a jejich spektra 
Signál s diskrétním časem, je model signálu, ve kterém je hodnota signálu 
definovaná pouze v časových okamžicích. Pro tyto signály vždy platí, že jejich 
spektra jsou periodická s úhlovým kmitočtem ωs. Diskrétní harmonický signál lze totiž 
vyjádřit pomocí vztahu (3.1) [3] Při vzorkování musí být dodržena vzorkovací poučka 
2=
ffs , kde fs je vzorkovací frekvence. 
            (3.1) 
 
Obrázek 3.1: Diskrétní harmonický signál a jeho modulové a fázové spektrum. 
3.1 Diskrétní Fourierova transformace (DFT) 
DFT je zavedeno pro výpočet spekter posloupností s konečnou délkou N. Lze ji 
odvodit z Fourierovy transformace spojitých signálů diskretizací v časové i frekvenční 
oblasti. Vztah pro výpočet přímé DFT je  
( ) ( ) N
πN
k
DFT enTxkX
2jkn-1-
0=
=Ω ∑ ,             (3.2) 
kde kΩ, k=0,1,…,N-1, a Ω=2π/NT je základní úhlový kmitočet signálu x(nT). 
Spektrum signálu je tedy diskrétní a periodické s periodou NT. (N je počet 
vzorků v periodě). Frekvenční interval (vzdálenost mezi dvěma spektrálními čárami) 
Δf je dán vztahem 
N
f
f s=Δ .          (3.3) 
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Nevýhodou DFT je ovšem velké množství výpočetních operací, které je 
závislé na počtu N zkoumaného segmentu. Výpočetní náročnost pro přímý výpočet 
DFT (počet součinů) je dán vztahem  
2
=Γ NDFT ,          (3.4) 
což snižuje možnost jeho použití při výpočtech v reálném čase. To vedlo k objevu 
efektivnějšího algoritmu FFT. Počet operací v závislosti na N je uveden v tabulce 3.1 
[1]. 
3.2 Rychlá Fourierova transformace (FFT) 
FFT snížil pracnost DFT a proto může být aplikován při výpočtech v reálném čase. 
Vyjdeme-li ze vztahu (3.2), který zapíšeme pomocí substituce NπjeW /2-= , pak je 
FFT dáno rovnicí 
( ) ( )∑1-
0=n
=
N
nk
FFT WnxnX ,         (3.5) 
kde písmeno k značí výraz k/NT a písmeno n značí nT. 
Základní myšlenkou DFT je rozdělit vstupní N-bodovou posloupnost, kterou 
rozloží na sudou a lichou posloupnost a kombinuje jejich DFT tak, aby získala 
vstupní N-bodové posloupnosti [1]. Algoritmus je nejefektivnější, pokud délka signálu 
N=2q, kde q je celé číslo. 
 
Obrázek 3.2: Příklad FFT pro N=4. 
 Výpočetní náročnost FFT je následující. Počet stupňů algoritmu je dán 
vztahem  
Ng 2log= .         (3.6) 
V každém stupni je provedeno N/2 operací, každá operace provádí 2 součiny. 
Celková náročnost tedy je  
( )
2log=Γ 2
N
NFFT .            (3.7) 
Počet operací v závislosti na N je uveden v tabulce 3.1 [1].  
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N DFT FFT 
4 16 4 
8 64 12 
16 256 32 
32 1 024 80 
64 4 096 192 
128 16 384 448 
256 65 536 1 024 
512 262 144 2 304 
Tab. 3.1: Počet násobení DFT a FFT v závislosti na N. 
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Obrázek 3.3: Počet násobení DFT a FFT v závislosti na N. 
3.3 Prosakování spektra 
Pokud omezíme délku vstupního signálu, nastane nepříjemný jev zvaný prosakování 
ve spektru (leakage). Pokud původní signál omezíme na délku N, v podstatě ho 
vynásobíme obdélníkovým oknem délky N. Tím dojde ke konvoluci jak v časové 
oblasti, tak ve frekvenční. Vlivem postraních oblouků spektra okna, se objevuje 
energie signálu i na frekvencích, na kterých v původním spektru není. Tento jev 
může maskovat spektrum signálů s malou energií. 
 Prosakování lze potlačit volbou okna. Pravoúhlé okno generuje ve frekvenční 
oblasti postraní laloky s velkou amplitudou. Lze tedy zvolit jiné okno, které bude mít 
postraní laloky utlumené. Na druhou stranu se ovšem rozšíří hlavní oblouk a tím 
pádem se zhorší frekvenční rozlišení. Přehled základních oken je na obrázku (3.4).  
 Bartlettovo okno má proti pravoúhlému rozdíl mezi hlavním a prvním vedlejším 
obloukem přibližně 24 dB. Hlavní oblouk je dvakrát širší. Hammingovo okno má mezi 
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hlavním a prvním vedlejším obloukem rozdíl přibližně 43 dB a hlavní oblouk je taktéž 
dvakrát širší než u pravoúhlého okna. Hannovo okno má mezi hlavním a prvním 
vedlejším obloukem rozdíl přibližně 32 dB a hlavní oblouk je také dvakrát širší než u 
pravoúhlého okna. Rozdíl mezi těmito okny je tedy v různém útlumu postraních 
oblouků [1]. 
 
 
Obrázek 3.4: Základní typy váhovacích oken a jejich spektra pro N=32. 
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3.4 Číslicové filtry 
Realizují diskrétní systémy číslicovými prostředky. Jejich úkolem je ovlivnit 
kmitočtové spektrum vstupního signálu. Pro začátek několik základních pojmů. 
3.4.1 Impulsní charakteristika 
Používá se pro popis filtru v časové oblasti. Popisuje chování filtru, pokud jako 
vstupní signál bude přiveden jednotkový impuls. Pro výstupní signál tak můžeme 
psát [8] 
( ) ( ) ( )∑n
m
nmhnxmy
0=
-= .    (3.8) 
3.4.2 Kmitočtová charakteristika 
Kmitočtovou odezvu získáme převedením impulsní odezvy z časové do frekvenční 
oblasti. V kmitočtové oblasti je přenosová funkce číslicového filtru dána 
Z transformací impulsové odezvy h(n), kde z=ejω, a lze ji napsat jako 
( ) ( ){ } ( ){ } ( ) ( )ωϕωωω ω jjjj eMeHjeHeH =+= ImRe ,      (3.9) 
kde M(ω)│H(ejω)│ je modulová kmitočtová charakteristika a φ(ω)=argH(ejω) je fázová 
kmitočtová charakteristika [8]. 
3.5 FIR filtry 
Jedná se o filtry s konečnou impulsní odezvou délky N a má pouze dopředné vazby. 
Přenosová funkce takovéhoto filtru má tvar 
1-
1-
0=
=)(
)(
=)( M
M
i
i
i
z
za
zX
zY
zH
∑
,    (3.10) 
kde M je řád číslicového systému, ai jsou koeficienty filtru a zároveň vzorky impulsní 
charakteristiky. Tyto filtry nemohou být nestabilní, protože má pouze M-násobný pól 
v bodě z=0. To znamená, že má shora omezenou výstupní posloupnost (na výstupu 
nedojde k rozkmitání). Taktéž jsou vždy kauzální, to znamená, že nemůže 
zareagovat na změnu ve vstupním signálu dříve, než tato změna nastane. 
 
Obrázek 3.5: FIR filtr. 
Předností FIR filtrů je také možnost získat lineární fázovou kmitočtovou 
charakteristiku v celém rozsahu kmitočtů. Mezi výhody též patří stabilita, menší 
citlivost na kvantování koeficientů a stavových veličin. 
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Nevýhodou filtrů FIR je vysoký řád M systému, pokud má realizovat 
přenosovou funkci se strmými přechody mezi kmitočtovými pásy. S vysokým řádem 
též souvisí vysoké paměťové nároky při výpočtu [1],[8]. 
3.6 IIR filtry 
Jedná se o filtry s nekonečnou impulsní odezvou, jsou rekurzivní (mají minimálně 
jednu zpětnou vazbu). Obecná přenosová funkce má tvar racionálně lomené funkce 
ve tvaru 
∑
∑
L
0i
i
i
M
0i
i
i
zb
za
H(z)
=
=
= .               (3.11) 
Stabilita filtru je podmíněna polohou pólů uvnitř jednotkové kružnice. Toto je nutné 
vždy ověřit. Nuly mohou ležet uvnitř i mimo jednotkové kružnice. Tím se ovlivní 
fázová charakteristika. Má-li být systém kauzální, musí být polynom v čitateli 
přenosové funkce nejvýše stejného řádu jako je polynom ve jmenovateli. 
 
Obrázek 3.6: IIR filtr. 
 Oproti FIR lze říci, že IIR filtry jsou srovnatelné, co se kvality zpracování týče, 
jsou méně výpočetně náročné a mají malé zpoždění při zpracování vstupního vzorku. 
 Nevýhodou je problém se stabilitou, skutečnost že tyto filtry mají nelineární 
kmitočtovou charakteristiku a vyšší citlivost na nepřesnosti vzniklé číslicovou 
realizací [1],[8]. 
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4 Vybrané alternativní metody pro výpočet spektrálních 
složek signálů 
4.1 Klasický Goertzelův algoritmus 
Tento algoritmus je navržen pro výpočet k-té složky DFT signálu x(n) délky N a je 
realizován jako IIR filtr druhého řádu [9]. Klasickým Goertzelovým algoritmem lze 
vypočítat modul i fázi složky, pouze však pro celočíselné násobky k. DFT je počítáno 
jako viz (3.2) což lze upravit jako  
( ) ( ) N
Nn
kπjN
n
enxnX
-
2-
1-
0=
=∑ .           (4.1) 
 Definujeme-li nyní posloupnost {hk[n]} s prvky hk(ℓ) = ej2πk(ℓ/N)u(ℓ), pak pravou 
stranu vyjádření (4.1) lze chápat jako diskrétní lineární konvoluci signálů {x(n)} a 
{hk(n)}. Vskutku, neboť označíme-li výsledek této konvoluce {yk(n)}, platí pro všechny 
její prvky [9]:  
( ) ( ) ( )nmhnxmy k
n
k -=
-=
∑∞
∞
,                      (4.2) 
což lze s uvážením ohraničeného nosiče signálu {x(n)} přepsat na 
( ) ( ) ( )n-=
-
2
1-
=
muenxmy N
nm
kπjN
n
k ∑
0
.                  (4.3) 
 Srovnáním (4.1) a (4.3) vidíme, že hledané X(k) je vlastně N-tý vzorek této 
konvoluce nebo-li 
( ) ( )NykX k= ,                         (4.4) 
pro jakékoli fixně zvolené k = 0,…,N-1. 
 Přenosová funkce tohoto filtru je 
2-1-
2
-
2
cos2-1
-1)(
1-
zz
N
k
e
zH
z
N
kj
k
+





=
π
π
.    (4.5) 
Příslušná diferenční rovnice tohoto IIR filtru druhého řádu je 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2--1-n2cos21--
2
-
nyy
N
k
enxnxny kkN
kj
k 





+=
π
π
.  (4.6) 
Tuto strukturu lze popsat pomocí vnitřních stavových proměnných jako 
( ) ( ) ( ) ( )2--1-2cos2 nsns
N
k
nxns 





+=
π
,        (4.7) 
přičemž výstup je popsán rovnicí 
( ) ( ) ( )1--=
2
-
nsensny N
kπj
k ,       (4.8) 
a klademe s(-1) = s(-2) = 0. 
23 
 Stavový popis je výhodný, protože nás zajímá až výstup y(N), systém tedy 
pracuje s reálnými čísli pro iterace (N+1) podle (4.7), pouze pro poslední N se 
použije jedno komplexní násobení, což odpovídá X(k), podle (4.8) [9]. 
 
Obrázek 4.1: Graf signálových toků systému druhého řádu s vyznačenými vnitřními 
stavovými proměnnými [9]. 
4.1.1 Výpočetní náročnost, přesnost 
Zde se nabízí srovnání s FFT. Výpočetní složitost FFT je dána velikostí bloku dat N. 
Obecně je dáno že pokud je N mocnina 2, jeho výpočetní náročnost je rovna Nlog2N. 
Reálně je ovšem počet operací roven 6Nlog2N a pro reálné signály 3Nlog2N. 
V klasickém Goertzelově algoritmu se používají N+1 násobení a 2N+1 sčítání. 
Celkový počet operací je tedy zhruba roven 3N. Jsou vynechány pouze jednotky při 
přepočítávání členů 2cos(2πk/N), e-j2πk/N a závěrečné komplexní násobení. 
Porovnáním jednotlivých výpočetních náročností dostaneme vztah 
NKNNNK 22 log=log3<3 → .                (4.9) 
Z toho vyplývá, že je Goertzelův algoritmus rychlejší než FFT pokud 
K analyzovaných kmitočtů je menší než log2N. Toto platí v případě že N je mocninou 
2, jinak je poměr ještě více ve prospěch Goertzelova algoritmu. 
 Jak bylo řečeno výše, algoritmus počítá modul a fázi složky pro celočíselné 
násobky k. To je nevýhodné zejména proto, pokud chceme vypočítat hodnotu 
maxima, které leží mezi dvěma sousedními násobky k. Lze říci, že algoritmus může 
počítat nepřesné hodnoty [9]. 
4.2 Zobecněný Goertzelův algoritmus 
Této zobecnění umožní používat Goertzelův algoritmus i pro neceločíselné násobky 
k. Zdůrazněme, že vztah (4.1) platí pouze pro celočíselná k. Pouze v takovém 
případě délce vstupního signálu N odpovídá celiství počet period transformačního 
jádra e-j2πk/N [9]. 
 Pokud je k reálné číslo, nelze mluvit o DFT ale o Fourierově transformaci 
s diskrétním časem, která je dána 
( ) ( )∑
0
1-
=
2-
=
N
n
N
n
kπj
k enxωX ,    (4.10) 
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kde k,ωk ∊ R, s uvážením zobecněného konečného nosiče signálu {x(n)}. Oproti 
klasickému Goertzelově algoritmu, je zde rovnice (4.10) rozšířena jedničkou ve tvaru  
1=
2-2 N
N
kπjN
N
kπj
ee ,                    (4.11) 
čímž dostáváme 
( ) ( )∑1-
0=
-
22-
=
N
n
N
nN
kπjkπj
k enxeωX .              (4.12) 
Zobecněný tvar rovnice popisující výstupní yk(n) pomocí stavových proměnných má 
tvar 
( ) ( ) ( ) .)1--(= 2-
2
- kπjN
kπj
ensensky                (4.13) 
Jediná změna oproti klasickému Goertzelove algoritmu je vynásobení tzv. korekční 
konstantou e-j2πk. Konstanta závisí pouze na indexu kmitočtové složky, který je pro 
každou složku konstantní po celou dobu výpočtu a ovlivňuje pouze fázi výsledku, 
nikoliv modul. 
4.2.1 Redukce počtu iterací 
Poslední iteraci lze nahradit jedním komplexním násobením. Z rovnice (4.3) lze 
vyjádřit 
( ) ( )∑1-
0=
-
2-
=
N
n
N
Nn
kπj
k enxNy ,         (4.14) 
a také 
( ) ( )∑1-
0=
1
2-
-
2-
=1-
N
n
NkπjN
Nn
kπj
k eenxNy .    (4.15) 
Srovnáním těchto dvou rovnic, získáme vztah mezi posledními dvěma vzorky 
konvoluce 
( ) ( ) N
k
πj
kk eNyNy
2
1-= .        (4.16) 
To znamená že poslední iteraci lze nahradit násobením konstantou ej2πk/N. Dáme-li 
dohromady toto číslo spolu s (4.13), získáme celkovou korekční konstantu  
( )1-2-22-
=
NN
kπjkπjkπj eee .    (4.17) 
Výhodou tohoto zjednodušení je to, že není nutné provádět N-tou iteraci a v té 
době zpracovávat už další vzorky x(N). 
4.2.2 Výpočetní náročnost 
Oproti klasickému Gertzelově algoritmu spolu s redukcí počtu iterací snížíme 
výpočetní náročnost o dva součty a jedno komplexní násobení. Ovšem kvůli 
násobení komplexní konstantou dostaneme nárůst o tři reálná násobení. To je 
ovšem zanedbatelné zvýšení [9].  
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4.3 Posuvný Goertzelův algoritmus 
Skládá ze dvou částí, a to rezonátoru (rekurzivní část) a nerekurzivní části pro 
výpočet ak a bk. Z rekurzvní části jsou pomocí vzorkovače odebrány vzorky v čase 
tacq = fs/Nacq. Algoritmus tedy aktualizuje koeficienty na každé vzorkovací periodě a 
ve srovnání s klasickým Goertzelovým algoritmem umožňuje rychlejší dobu snímání, 
a proto je vhodný pro situace kdy se rychle mění parametry signálu. Pokud  
Nacq = N, je tato metoda ekvivalentní s klasickým Goertzelovým algoritmem [2]. Tento 
algoritmus není tedy posuvný z hlediska posuvu okna.   
 Rezonátor naladíme na frekvenci k a aplikujeme na něj signál xk(n). Výstup 
bude dán, pokud jde o z-transformaci jako 
( ) ( ) ( )-1-1-1 = zHzXzY rkk ,           (4.18) 
kde Hr(z-1) je přenosová funkce rezonátoru druhého řádu a Xk(z-1) je 
( ) ( ) 2-1-
-1-1
1-
+cos2-1
sin+cos-1
=
zzω
zωbzωa
zX
k
kkkk
k .        (4.19) 
Výstupní yk(n) a yk(n-1) vzorek je po několika úpravách roven 
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U těchto rovnic můžeme zanedbat druhý termín, protože jak se zvýší počet n, zvýší 
se  výstup. Z rovnic (4.20) a (4.21) lze získat vztahy 
( ) ( ) ( )( ) nωbnωa
n
ωnny
nA kkkk
kk
k sin+cos
cos1-y-2
='
k ≈ ,         (4.22) 
( ) ( ) nωbnωa
n
nyω
nB kkkk
k
k cos+sin-≈
1-2sin
-='
y
.    (4.23) 
Tento algoritmus získává A’k,B’k jako odhad z ak a bk. V (4.22) a (4.23) rovnost na 
pravé straně poskytuje prostředek pro aktualizaci jak amplitudy tak fáze. Fourierovy 
koeficienty pro tento algoritmus jsou tedy získávány následovně: 
.   (4.24) 
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Obrázek 4.2: Realizace posuvného Goertzelova algoritmu[2]. 
4.3.1 Kritéria pro výběr Nacq  
Doba snímání závisí na velikosti šumu a požadovaném rozlišení. Lze říct, že 
pokud je vstupní signál silně poškozen šumem, nebo jsou spektrální čáry blízko u 
sebe, musí se volit hodnota Nacq vyšší. 
Rovnice (4.25) se používá k určení množství prosakování ostatních sinusoid na 
požadovanou frekvenci. 
( ) ( )
( )[ ] ( )[ ]{ }kacqiacqacqiacqi
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i
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ωωωωωω
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cos1sin2sin-sin1sin-sin
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2
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2
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×=
,  (4.25) 
kde ωi a Ai jsou frekvence a amplitudy vstupních sinusoid. 
Rovnice (4.27) je slouží jako kritérium pro zvolení Nacq z hlediska požadované 
přesnosti. Definuje tzv. zisk zpracování, který je dán poměrem SNR(odstup 
signál/šum) na výstupu a SNR na vstupu. 
( )( )∑
≠,1
22
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2//
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kii
acq iLN
PG
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=
σ
σ
,            (4.26) 
kde  σ2 je výkon Gaussova bílého šumu. V případě jedné sinusoidy pohřbené 
v bílém šumu je rovnice zredukována na 
acqNPG = .          (4.27) 
4.3.2 Výpočetní náročnost, přesnost 
Rekurzivní část tohoto algoritmu je tvořena jedním násobením a dvěmi 
sčítáními. Nerekurzivní část tvoří šest násobení a tři sčítání. Oproti klasickému 
Gortzelovu algoritmu je tedy výpočetní náročnost navýšena o čtyři násobení a jedno 
sčítání. 
Přesnost metody závisí na volbě Nacq, popsané výše [2].  
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4.4 Vrubová Fourierova transformace (NFT) 
Jedná se o výpočetní algoritmus, který počítá Fourierovu transformaci libovolných 
frekvencí. Může pracovat i jako posuvný v kontinuálním provozu, posouvá se vždy o 
jeden vzorek a NFT je počítáno pro celý blok dat. Algoritmus je realizovaný FIR 
filtrem složeným z K vrubových (notch) filtrů druhého řádu, kde K je počet vstupních 
frekvencí. Vrubový filtr pracuje jako pásmová zádrž se středním kmitočtem              
ωp = 2πfp/fs a fp (p = 0,1,…,K) je střední frekvence. Narozdíl od ostatních popsaných 
metod nepočítá fázy. 
 
Obrázek 4.3: Princip výpočtu pro NFT a posuvný NFT pro N = 4. 
Chceme počítat Fourierovy koeficienty ak a bk. Frekvenční charakteristika 
vrubového filtru je dána vztahem  
( ) ( )pωjωjωjpωjp ωωeeeωeH cos-cos2=+cos2-1= -2-- .         (4.28) 
Amplituda na frekvenci fp bude rovna 0. Další frekvenční složky jsou taktéž ovlivněny. 
 Vstoupí-li signál x(n), který se skládá K frekvenčních složek, do FIR filtru 
s přenosovou funkcí HFk(z) 
( ) ( )zHzH p
r
kp
Fk
≠
∏
,1=´
= ,     (4.29) 
složka frekvence fp v x(n) může být oddělena od  ostatních (K-1) frekvenčních složek. 
Výstupní yk(n) z HFk(z) je 
( ) ( )( ) ( )( )( )kkkkkk KnbKnaAny ωω 1--sin1--cos += ,  (4.30) 
kde  
( )∏
≠,1
cos-cos2
r
kp
pkkA
=
= ωω .           (4.31) 
 Fourierovy  koeficienty ak a bk se počítají jako  
( ) ( )( ))2-2(sin1-21-sin- KyKKyKBa kkkkkk ωω += ,      (4.32) 
( ) ( ) ( )( )2-2cos-1-21-cos KyrKyKBb kkkkkk ωω= ,           (4.33) 
kde  
( )kkk AB ωsin
1
= .             (4.34) 
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Při použití dvou výstupních hodnot yk(2n-2) a yk(2n-1) pro n≥K, lze Fourierovy 
koeficienty počítat pro každý vzorek. 
4.4.1 Vrubová Fourierova transformace v obecném případě 
FIR implementace popsaná výše, může být převedena do kaskádního zapojení 
jednoho FIR filtru druhého řádu a K digitálních rezonátorů druhého řádu. Jedná se 
tedy o FIR-IIR provedení, které je zobecněním na vzorkovací frekvenci [10].  
 Přenosové funkce tohoto filtru jsou, pro FIR 
( ) ( )∏r
p
pf zHzH
1=
= ,             (4.35) 
a pro IIR 
( ) ( ) ( )KkzHzH kk ,...,2,1,
1
'
== .        (4.36) 
 
Obrázek 4.4: FIR-IIR realizace pro K = 2. Blokové schéma (a), graf signálových toků 
s vyznačenými stavovými proměnnými [10]. 
4.4.2 Výpočetní náročnost, přesnost 
Předpokládáme, že vstupní signál má K frekvencí, a jsou počítány všechny 
Fourierovy koeficienty (N = 2K+1).  
 Pro obecný případ platí, že ve FIR část dochází k N(N-1)/2 výpočtům a v IIR 
části dochází taktéž k N(N-1)/2 a 2N výpočtům pro získání Fourierových koeficientů 
v posledním vzorku. Celkem tedy N2+N výpočtů. 
 Pro klouzavé NFT platí, že ve FIR části dojde k N/2 výpočtům a IIR části a při 
výpočtu Fourierových koeficientů dojde k 5N/2 výpočtům. Celkem tedy 3N výpočtů. 
Na přesnost má vliv více faktorů. V závislosti na hodnotě fs (pokud se zvyšuje), 
snižuje se počet analyzovaných frekvencí. Za účelem zvýšení počtu frekvencí K,  
musí být nuly FIR filtru uspořádány rovnoměrně v kmitočtovém rozsahu 0< f< fs.  
4.5 Algoritmus chirp transformace 
Tento algoritmus je založený na vyjádření DFT pomocí konvoluce  modifikované 
vstupní sekvence x(n) a impulsní odezvy filtru h(n). Má několik výhod oproti FFT: 
počet vzorků N ve vstupní posloupnosti nemusí být stejný jako počet K, frekvenčních 
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vzorků na jednotkové kružnici, N a K mohou být prvočísla a výchozí frekvence ω0 a 
rozlišení Δω mohou být voleny libovolně. 
 
Obrázek 4.5: Frekvenční rozsah pro CTA. 
 K odvození CTA použijeme x(n) N-bodové sekvence a X(ejω) její Fourierovy 
transformace. Uvažujme K vzorků X(ejω) rozmístěných na jednotkové kružnici, viz 
obrázek 4.5 s ωk  
ωωω ∆+= kk 0 ,                 (4. 37) 
pro k = 0,1,…,K-1. Libovolně lze zvolit ω0 = 2πk0/N a Δω = (ωH -ω0) / (K-1), což značí 
přírůstek frekvence. Fourierova transformace odpovídající tomuto souboru 
frekvenčních prvků je dána  
( ) ( )∑−
=
−
=
1
0
N
n
njkj kenxeX ωω
 ,    (4. 38) 
kde k = 0,1,…,K-1. Tato rovnice lze též vyjřit s W definovaným jako 
ω∆−
=
jeW .     (4. 39) 
Použijeme-li (4.37) v rovnici (4.38), dostaneme 
( ) ( ) ,1
0
0∑
−
=
−
=
N
n
nknjkj WenxeX ωω
   (4. 40) 
kde k vyjádření X(ejω) jako konvoluce používáme identitu 
( )222 )(
2
1
nkknnk −−+= ,    (4. 41) 
a rovnici (4.40) lze vyjádřit jako 
( ) ( ) 2/)(2/1
0
2/ 2220 nkk
N
n
nnjj WWWenxeX k −−
−
=
−∑= ωω .  (4. 42) 
Zavademe proto  
( ) ( ) 2/20 nnj Wenxng ω−= ,    (4. 43) 
a můžeme tedy napsat 
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pro k = 0,1,…,K-1. V rámci přípravy na interpretace (4.44) jako výstup z lineárně 
invariantního systému, získáme známější notaci nahrazením k za n a n za k 
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nnj WngWeX ω ,   (4. 45) 
pro n = 0,1,…,K-1. 
 Pro výpočet vzorků Fourierovy transformace uvedených v (4.45) musíme 
počítat pouze výstup systému na konečném intervalu. Proto může být nekonečná 
impulsní odezva nahrazena impulsní odezvou konečné délky 
( ) ( )
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.    (4. 46) 
Ilustrace odezvy h(n) je na obrázku 4.6 
 
Obrázek 4.6: Ilustrace h(n) pro N = 50, K = 3. 
Konvoluce je dána 
( ) ( ) ( )nhngnz *= ,        (4.47) 
pro n = 0,1,…,m-1. Může být použita rychlá konvoluce pomocí FFT a inverzní FFT. 
Délka FFT musí být zvolena m ≥ N+K-1. Výhodné je volit délku jako mocninu dvou. 
Výsledné vzorky jsou dány 
( ) ( ) 2/2nWnzny =
      (4. 48) 
pro n = 0,1…,K-1. 
Blokové schéma CTA je znázorněno na obrázku 4.7. , [6]. 
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Obrázek 4.7: Blokový diagram CTA. 
4.5.1 Výpočetní náročnost, přesnost 
U určení výpočetní náročnosti lze vyjít z Chirp z-transform. CTA je speciální případ 
CZT. Celková výpočetní náročnost může být rozložena na dílčí náročnosti 
jednotlivých úkonů.  
V prvním kroku, odpovídajícímu (4.43), dojde k N komplexním násobením. 
Další krok je výpočet FFT. Délka bloku dat m je volena jako mocnina dvou. Dojde 
tedy k mlog2m. Tento krok je realizován celkem třikrát. Třetí krok je samotná 
konvoluce (4.47). Zde se provede m násobení.  V posledním kroku, odpovídajícímu 
(4.48) dojde k K násobení. 
Algoritmus je rychlejší než přímý výpočet pro N a K ≥ 50 [7] 
Algoritmus počítá přesné moduly a fáze. Vzhledem k tomu, že analyzované 
frekvnce jsou od sebe vzdáleny Δω, dejde k nepřesným výpočtům u analýz, kde této 
podmínce nelze vyhovět. 
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5 Návrh testovacího prostředí 
Praktická část je zaměřená na implementaci jednotlivých metod v prostředí Matlab a 
jejich otestování. Celý projekt je pro přehlednost rozložen do několika m-souborů. 
K řízení projektu byla vytvořena testovací dávka. Ta je logicky rozčleněna do tří 
bloků. Jsou to bloky Nastavení a testovací data, Výpočet  a Zobrazení. Blokové 
schéma je na obrázku 5.1. 
 
Obrázek 5.1: Blokové schéma testovací dávky. 
5.1 Nastavení 
V první části nastavení jsou voleny tyto globální parametry: 
• Fs – je vzorkovací frekvence. Touto frekvencí je tvořen testovací signál, 
dlouhý právě jednu sekundu. Počet vzorků je tedy roven fs. 
• Typ vstupních dat – může nabývat hodnot od jedné do čtyř. Pomocí tohoto 
parametru lze zvolit, jaká data budou vybrána pro testovaní účely. Jedničkou 
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lze vybrat signál složený z libovolného počtu frekvenčních složek s konstantní 
amplitudou. Dvojka zvolí signál, složený z libovolného počtu frekvenčních 
složek a měnící se amplitudou. Číslem tři zvolíme signál se změnou 
frekvence. Volbou číslo čtyři lze načíst externí data. 
• K – v případě generovaných dat lze v tomto poli nastavit hodnotu spektrálních 
složek, které chceme sledovat. Frekvence jsou pak dopočítané. Lze tak 
jednodušeji vytvořit požadovaný signál (například chceme-li nastavit 
celočíselná nebo neceločíselná k) Pokud zůstane toto pole nevyplněné, 
použijí se hodnoty nastavené pro jednotlivé testovací signály.  
• Korekce fáze – tímto parametrem lze zkorigovat fázi v případě, kdy 
harmonická složka neprochází průsečíkem osy x s hranou časového okna. 
Dojde tak k posunutí fáze. 
• N – délka okna ve vzorcích. 
• Nacq – hodnota vzorků, po kterých bude posuvný Goertzelův algoritmus 
aktualizovat jednotlivá ak, bk. 
• Posuv – posuv okna ve vzorcích. 
• Začátek, konec, délkaSegmentu a početSegmentu – jsou pouze pomocné 
proměnné a nijak se nenastavují. 
• TypOkna – lze vybrat ze čtyř typů oken. Jedná se o Hammingovo okno, 
Hannovo okno, Bartletovo okno a pravoúhlé okno, viz část 3.3. Okna jsou 
generována funkcí generujiOkno, která vytvoří zvolené okno dané délky. 
 V druhé části nastavení je popsáno nastavení pro konkrétní testovací scénáře. 
Ty jsou vybírané pomocí přepínače switch/case. 
V prvním scénáři je testovací signál složen z libovolného počtu harmonických 
složek. Slouží k ověření funkčnosti jednotlivých metod. Bude na něm testována 
schopnost metod spočítat amplitudu a fázi pro celočíselná i neceločíselná k. 
V případě nevyplněných k v globálním nastavení lze v poli frekvence nastavit počet 
harmonických složek, ze kterých bude výsledný signál složen. Lze nastavit jejich 
amplituda i počáteční fáze pomocí identických polí. Pokud nesouhlasí počet 
harmonických složek a počet amplitud a fází, budou amplitudy nastaveny na 1, fáze 
na 0.  
 Dalším testem, ke kterému využijeme tento signál, je schopnost metod počítat 
správné hodnoty harmonických složek poškozených šumem. Signál modifikujeme 
přičtením náhodného šumu. Šum lze k signálu přidat změnou parametru pridatsum 
z 0 na 1. Parametrem VelikostS lze měnit velikost odstupu signálu od šumu (SNR). 
SNR je vypočítáno pomocí vzorce (5.1).  
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kde x je analyzovaný signál a ŝ je přidaný šum. Signál je generován funkcí 
generujiTESTsignál. Je zde přepočítána frekvence na spektrální složky k a 
naopak, ověření zda-li jsou správně zadané hodnoty pro amplitudu a fázi. Má-li být 
signál poškozen šumem, je zde vytvořen šum a spočítáno SNR. Pokud je testovací 
signál složen z vícero složek, lze vybrat vzhledem ke které složce bude SNR 
počítáno. V poslední fázi je výstupní signál zobrazen.  
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V druhém scénáři může být signál složen z libovolného počtu harmonických 
složek a slouží k ověření schopnosti metod detekovat změnu amplitudy. Opět je 
možné k nastavení zadat frekvence nebo přímo k. Zde ovšem ve tvaru [f1;f2;…;ff]. 
Signál nabývá čtyř možných úrovní amplitudy, vždy na stejný počet vzorků. Tato 
amplituda může být libovolně volena, stejně tak fáze. 
 Signál je generován funkcí generujiTESTsignalsezmenouA. Je zde 
přepočítána frekvence na spektrální složky k a naopak, ověření zda-li jsou správně 
zadané hodnoty pro amplitudu a fázi. V posledním kroku je výstupní signál zobrazen. 
 Třetí scénář lze využít v případě absence reálného signálu. Genereuje 
signál podobný reálnému. V této práci ovšem nebude využit, jelikož zde budou 
použita data z reálného měření. Jedná se o signál měnící svou frekvenci. Amplituda 
je zde měněna postupně. Na rozdíl od předchozích scénářů se zde zadávají pouze 
dvě frekvence. Signál nabývá frekvenci mezi těmito mezemi. Parametrem pocetf lze 
zadat počet analyzovaných harmonických složek.  
Funkce generujiTESTsignalsezmenouf vygeneruje signál se změnou 
frekvence pomocí VCO (řízený oscilátor). Změna frekvence je modulována funkcí 
sinus s frekvencí 1Hz. Jsou zde přepočítány frekvence v závislosti na parametru 
pocetf. Jsou od sebe konstantně vzdáleny, aby mohli být počítány přesné výsledky 
pomocí CTA. Je-li to potřeba, jsou dopočítána k a zobrazí se výsledný signál. 
Poslední testovací scénář otestuje algoritmy na reálných datech. Bude 
sledováno několik frekvenčních složek. Zde je změna principu oproti předchozím 
scénářům. Funkce nacitamEXTERNIdata načte externí data dle zadaného názvu. 
Vypočítá se vzorkovací frekvence a data se upraví pro další použití. Vypočítá se 
amplitudové spektrum pomocí FFT a na jeho základě se určí složky, které chceme 
analyzovat. 
5.2 Výpočet 
V této části probíhají jednotlivé výpočty. Funkce FFT spočítá a zobrazí amplitudové 
spektrum testovacího signálu. Počítá se jako první, vzhledem k jeho funkci přanalýze 
reálných dat.V tom případě po zobrazení spektra vybídne k zadání analyzovaných 
frekvencí. Pro ta vypočítá odpovídající k předá je k dalšímu zpracování. 
Po té následuje cyklus, v němž jsou algoritmy, které výsledky počítají ze 
stejně velkých segmentů. Testovaný signál je tak segmentován pouze jednou, tím 
dojde ke zrychlení testovacího procesu. 
Mimo tento cyklus jsou dvě metody. Posuvný Goertzelův algoritmus, který se 
neposunuje po segmentech, ale vždy v Nacq-tém vzorku zaktualizuje ak,bk. Vrubová 
Fourierova transformace sice počítá ak,bk z bloků, tyto bloky jsou ovšem rovny 
N=2K+1. Je tedy výhodnější nechat jej mimo. 
5.3 Zobrazení 
Poslední funkce vykresluje výsledky jednotlivých algoritmů. Pro první a druhý 
testovací scénář jsou zobrazovány trojrozměrné (stem3) a dvojrozměrné (stem) 
grafy. U dvojrozměrných grafů je počet omezen na šest analyzovaných frekvencí. Je-
li tento počet vyšší, ztrácí na přehlednosti a nezobrazí se. Pro třetí a čtvrtý testovací 
scénář je zobrazováno pouze amplitudové spektrum pomocí trojrozměrných grafů 
(mesh).  
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 Co se týče výpočtů, je zde korigována fáze (je-li to vyžadováno), vypočítají se 
též skutečné hodnoty. 
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6 Simulace a zhodnocení výsledků 
6.1 Analýza spektrálních složek, k jsou celočíselné násobky 
V prvním scénáři bude ověřena funkčnost jednotlivých algoritmů a také to, jak přesné 
hodnoty jsou schopné počítat pro celočíselná k. Vzorkovací frekvence fs=2048 Hz, 
délka okna N=256 vzorků, Nacq=32 vzorků, posuv=128 vzorků. Okno je nastaveno 
pravoúhlé. Testovací signál se skládá ze čtyř frekvencí, k je nastaveno na 20, 26, 32 
a 38 což odpovídá frekvencím  160, 208, 256 a 304 Hz. Amplitudy jsou nastaveny 
3,1, 2,3, 1,2 a 0,5, fáze π/2, - π/3, π/4 a - π/6. Na obrázku 6.1 je zobrazen 
vygenerovaný signál, na obrázku 6.2 je jeho spektrum vypočítané pomocí FFT a na 
obrázcích 6.3 až 6.7 jsou výsledky pro jednotlivé metody. 
 
Obrázek 6.1: Testovaný signál. 
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Obrázek 6.2: Spektrum testovaného signálu vypočítané pomocí FFT. 
 
Obrázek 6.3: Hodnoty amplitud a fází pro celočíselná k,  vypočtené klasickým 
Goertzelovým algoritmem. 
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Obrázek 6.4: Hodnoty amplitud a fází pro celočíselná k, vypočtené zobecněným 
Goertzelovým algoritmem. 
 
Obrázek 6.5: Hodnoty amplitud a fází pro celočíselná k, vypočtené algoritmem Chirp 
transformace. 
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Obrázek 6.6: Hodnoty amplitud a fází pro celočíselná k, vypočtené posuvným 
Goertzelovým algoritmem. 
 
Obrázek 6.7: Hodnoty amplitud a fází pro celočíselná k, vypočtené algoritmem NFT. 
Na grafech lze vidět, že amplituda i fáze testovaného signálu je metodami 
KGA, ZGA a CTA vypočítána přesně. NFT vypočítá přesnou amplitudu, nikoliv však 
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fázi, jak bylo uvedeno v teoretické části. Metoda PGA aktualizuje Fourierovy 
koeficienty pro každé Nacq. Je vidět, že s přibývajícím počtem vzorků moduly i fáze 
aproximují k přesné hodnotě s odchylkami v řádech 1*10-2. 
6.2 Analýza spektrálních složek, k jsou neceločíselné násobky 
Tento testovací scénář je zaměřen na přesnost výpočtu pro neceločíselná k. 
Je ponecháno stávající nastavení použité v 6.1, pouze k jsou změněna na 20,5, 26,5, 
32,5 a 38,5 což odpovídá frekvencím 164, 212, 260, 308 Hz. Také je využita funkce 
korekce fáze. Na obrázku 6.8 je spektrum testovaného signálu spočítané pomocí 
FFT, na obrázcích 6.9 až 6.13 jsou výsledky pro jednotlivé metody. 
 
Obrázek 6.8: FFT spektrum testovaného signálu. 
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Obrázek 6.9: Hodnoty amplitud a fází pro neceločíselná k,  vypočtené klasickým 
Goertzelovým algoritmem. 
 
Obrázek 6.10: Hodnoty amplitud a fází pro neceločíselná k,  vypočtené zobecněným 
Goertzelovým algoritmem. 
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Obrázek 6.11: Hodnoty amplitud a fází pro neceločíselná k,  vypočtené algoritmem 
Chirp transformace. 
 
Obrázek 6.12: Hodnoty amplitud a fází pro neceločíselná k,  vypočtené posuvným 
Goertzelovým algoritmem. 
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Obrázek 6.13: Hodnoty amplitud a fází pro neceločíselná k, vypočtené algoritmem 
NFT. 
 U metody klasického Goertzelova algoritmu se projevilo omezení výpočtu na 
celočíselných k. Je patrná značná odchylka od skutečných hodnot pro amplitudu i 
fázi. U ostatních metod nemá hodnota k vliv, výsledky jsou stejné jako v předchozím 
testu. 
6.3 Odolnost proti šumu 
V tomto testu bude ověřena schopnost jednotlivých metod počítat přesné 
výsledky pro signál poškozený šumem. Je vytvořen testovací signál dle nastavení 
v části 6.1 a k němu je přičten šum. Velikost šumu je měněna tak, aby bylo 
dosáhnuto SNR v intervalu od -10 dB do 10dB s krokem 5 dB. SNR je počítáno 
vzhledem ke čtvrté harmonické složce, která je použita k testu.  
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Obrázek 6.14: Odchylky skutečných hodnot amplitud při SNR=-10 dB. 
Odchylka amplitudy v zavislosti na SNR. SNR=-5dB.
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Obrázek 6.15: Odchylky skutečných hodnot amplitud při SNR=-5 dB. 
Odchylka amplitudy v zavislosti na SNR. SNR=-10 dB. 
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Obrázek 6.16: Odchylky skutečných hodnot amplitud při SNR=0 dB. 
 
Obrázek 6.17: Odchylky skutečných hodnot amplitud při SNR=5 dB. 
Odchylka amplitudy v zavislosti na SNR. SNR=0 dB. 
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Obrázek 6.18: Odchylky skutečných hodnot amplitud při SNR=10 dB. 
Odchylka amplitudy v zavislosti na SNR
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Obrázek 6.19: Odchylky skutečných hodnot amplitud pro různá SNR metody NFT. 
Z grafů lze vyčíst, že posuvný Goertzelův algoritmus je nejméně náchylný na 
poškození signálu šumem. Ve všech pěti případech se po určitém počtu Nacq dostane 
odchylka od skutečné hodnoty pod 0,05. Nacq by mělo být voleno dle vzorce 4.26, 
v tomto případě je ovšem voleno jako násobek N, aby bylo možné výsledky porovnat. 
Metody klasický Goertzelův algoritmus,  posuvný Goertzelův algoritmus a CTA jsou 
závislé na výkonu šumu a jeho množství v jednotlivých segmentech. NFT ovšem 
vykazuje odchylky v řádech 1x103. Lze tedy říci, že je velmi citlivý a je nevhodné jej 
používat pro analýzu signálu poškozeného šumem.  
 
Odchylka amplitudy v zavislosti na SNR. SNR=10 dB. 
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6.4 Testovací signál se změnou amplitudy 
V tomto scénáři bude ověřena schopnost detekovat okamžitou změnu amplitudy. 
Vzorkovací frekvence fs=2048 Hz, délka okna N=256 vzorků, Nacq=32 vzorků, 
posuv=128 vzorků. Okno je nastaveno pravoúhlé. Testovací signál se skládá ze dvou 
frekvencí. K je nastaveno na 20 a 32 což odpovídá frekvencím  160, 256 Hz. 
Amplitudy jsou nastaveny 0,5, 1, 1,5 a 2 s fází π/4 pro k1 a 1,7; 5; 1,7; 5 a fází- π/2 
pro k2. Na obrázku 6.20 je vygenerovaný signál, na obrázku 6.21 je jeho spektrum a 
na obrázcích 6.22 až 6.26 jsou výsledky pro jednotlivé metody. 
 
Obrázek 6.20: Testovaný signál se změnou amplitudy. 
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Obrázek 6.21: Spektrum testovacího signálu se změnou amplitudy spočítané pomocí 
FFT. 
 
Obrázek 6.22: Amplitudy a fáze vypočítané klasickým Goertzelovým algoritmem. 
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Obrázek 6.23: Amplitudy a fáze spočítané zobecněným Goertzelovým algoritmem. 
 
Obrázek 6.24: Amplitudy a fáze spočítané algoritmem Chirp transformace. 
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Obrázek 6.25: Amplitudy a fáze spočítané posuvným Goertzelovým algoritmem. 
 
Obrázek 6.26: Amplitudy a fáze spočtené NFT. 
 Metody klasický Goertzelův algoritmus, zobecněný Goertzelův algoritmus a 
algoritmus Chirp transformace mají stejné výsledky. Neposkytují ovšem detailní 
pohled na průběh změny amplitudy. Posuvný Goertzelův algoritmus poskytne 
detailnější přehled o změně signálu, záleží na hodnotě Nacq. Nevýhodou je, že při 
rychle se měnící amplitudě se nedokáže aproximovat na správnou hodnotu. NFT 
dokáže reagovat na změnu amplitudy rychle. Přesnou hodnotu vypočítá po třech 
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blocích dat. Nevýhodou je přechodový jev, kdy jsou vypočtené hodnoty velmi 
nepřesné. NFT je tedy velmi citlivý i na změnu amplitudy. 
6.5 Analýza reálných dat 
V posledním scénáři budou algoritmy otestovány na reálných datech. Průběh 
testovaného signálu je na obrázku 6.27. Nastavení je následující: N=1024 vzorků, 
Nacq=128 vzorků a posuv=512 vzorků. Ze spektra spočítaného pomocí FFT byly 
odečteny tyto vlastní frekvence: 225, 475, 625, 825, 1025, 1250, 1500, 1775 a 2050 
Hz, což odpovídá těmto k: 9, 19, 25, 33, 41, 50, 60, 71 a 82. K je tedy ve všech 
případech celočíselné. Váhovací okno bylo ponecháno pravoúhlé.  
 
Obrázek 6.27: Průběh testovaného reálného signálu. 
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Obrázek 6.28: Spektrum testovaného reálného signálu pomocí FFT. 
 
Obrázek 6.29: Amplitudové spektrum vypočítané klasickým Goertzelovým 
algoritmem. 
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Obrázek 6.30: Amplitudové spektrum vypočítané zobecněným Goertzelovým 
algoritmem. 
 
Obrázek 6.31: Amplitudové spektrum vypočítané CTA. 
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Obrázek 6.32: Amplitudové spektrum vypočítané posuvným Goertzelovým 
algoritmem. 
 
Obrázek 6.33: Amplitudové spektrum vypočítané NFT. 
Vzhledem k celočíselnosti k, klasický i zobecněný Goertzelův algoritmus 
počítají stejné hodnoty, jako FFT. U CTA se projevilo jeho omezení. Přírůstek 
analyzovaných frekvencí musí být lineární. Frekvence v tomto případě této podmínce 
nevyhovují, a jsou analyzovány nepřesné frekvence. Shodné jsou pouze první a 
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poslední frekvence. Ty jsou spočítány správně. Posuvný Goertzelův algoritmus opět 
poskytne detailnější přehled o průběhu jednotlivých amplitud, ovšem hodnoty jsou 
nepřesné. NFT, který je velmi citlivý na změnu amplitudy a výskyt šumu, počítá velmi 
nepřesné hodnoty a je tedy nepoužitelný.  
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7 Závěr 
Tato práce se zabývá problematikou přirozených kmitočtů v materiálových 
strukturách a jejích detekcí pomocí algoritmů, pracujících v reálném čase.  
 V práci je krátce rozebrána fyzika pevných materiálu, vlnění a jeho šíření 
v pružných materiálech. Dále je rozebrána problematika diskrétních signálů a jejich 
spekter. Jsou popsány algoritmy DFT a FFT, jejich souvislost a srovnání z hlediska 
práce v reálném čase. Popsány jsou také číslicové filtry FIR a IIR. Jsou představeny 
algoritmy pro detekci přirozených kmitočtů. Jedná se o klasický Gortzelův algoritmus, 
zobecněný Goertzelův algoritmus, posuvný Goertzelův algoritmus, vrubová 
Fourierova transformace a algoritmus chirp transformace. Tyto algoritmy jsou 
matematicky popsány a srovnány z hlediska výpočetní náročnost a přesnosti.    
 V praktické části jsou jednotlivé algoritmy implementovány v programovém 
prostředí Matlab. Cílem práce je otestovat tyto algoritmy na simulovaných a reálných 
datech. K tomuto účelu byla vytvořena testovací dávka, kde se nachází nastavení a 
lze vybrat typ testovacích dat. K testování byly vytvořeny čtyři testovací scénáře. 
První generuje signál složený z libovolné počtu frekvenčních složek s libovolnou 
amplitudou a fází. V tomto scénáři je otestována schopnost všech metod počítat 
správné výsledky pro celočíselná k, neceločíselná k a odolnost vůči šumu. V druhém 
scénáři lze vygenerovat signál s libovolným počtem frekvenčních složek se změnou 
amplitudy. Na tomto signále je testována schopnost metod detekovat okamžité 
změny amplitudy. Třetí testovací scénář generuje signál se změnou frekvence. 
V práci ovšem není použit, jelikož měl simulovat reálný signál. V této práci je použit 
signál z reálného měření. Ten je analyzován ve čtvrtém testovacím scénáři.    
Výsledky jsou reprezentovány graficky. Jedná se o dvou nebo tří rozměrné grafy.  
  Na základě testování a vyhodnocení výsledků lze konstatovat následující. 
 Klasický Goertzelův algoritmus je rychlejší než FFT, pokud je počet 
analyzovaných frekvencí K menší než log2N. Počítá správné hodnoty amplitudy i fáze 
pro celočíselná k. Nelze jej ovšem použít pokud k není celé číslo. V tomto případě 
počítá nepřesné hodnoty. Odolnost proti šumu závisí na velikosti segmentu N a na 
výkonu šumu a jeho množství v jednotlivých segmentech. Při změně amplitudy počítá 
správné hodnoty, ovšem neposkytuje  detailní pohled na průběh změny amplitudy. 
V případě reálných dat počítá stejné hodnoty jako FFT (v případě celočíselných k). 
 Zobecněný Goertzelův algoritmus je srovnatelný s klasickým Goertzelovým 
algoritmem z hlediska výpočetní náročnosti. Celkový počet součtů je o dva nižší, 
ovšem je zde nárůst o tři násobení. Na rozdíl od klasickéhoGoertzelova algoritmu 
počítá přesné hodnoty amplitudy i fáze pro všechna k. Odolnost proti šumu, 
schopnost detekovat změnu amplitudy a analýza reálných dat je stejná jako u 
klasického Goertzelova algoritmu.  
 Posuvný Goertzelův algoritmus navýšil výpočetní náročnost oproti 
klasickému Goertzelovu algoritmu o  čtyři násobení a jedno sčítání. Na rozdíl od 
předchozích algoritmů aktualizuje Fourierovy koeficienty pro každé Nacq. Je vidět, že 
s přibývajícím počtem vzorků moduly i fáze aproximují k přesné hodnotě 
s odchylkami v řádech 1*10-2. Stejné chování má pro celočíselná a neceločíselná k. 
Posuvný Goertzelův algoritmus je nejméně náchylný na poškození signálu šumem. 
Ve všech pěti případech v sekci 6.3 se po určitém počtu Nacq dostane odchylka od 
skutečné hodnoty pod 0,05. Přizměně amplitudy poskytne detailnější přehled o 
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změně signálu, záleží na hodnotě Nacq. Nevýhodou je, že při rychle se měnící 
amplitudě se nedokáže aproximovat na správnou hodnotu. Tato nevýhoda se projeví 
při analýze reálných dat. 
Výpočetní náročnost klouzavé vrubové Fourierovi transformace je rovna 3N 
výpočtům, kde N=2*K+1. Počítá přesné hodnoty amplitudy pro celočíselná a 
neceločíselná k. Nepočítá ovšem přesné hodnoty fáze. V případě poškození signálu 
šumem vykazuje odchylky v řádech 1x103. Lze tedy říci, že je velmi citlivý a je 
nevhodné jej používat pro analýzu takových to signálů. Na změnu amplitudy dokáže 
reagovat rychle. Přesnou hodnotu vypočítá po třech blocích dat. Nevýhodou je 
přechodový jev, kdy jsou vypočtené hodnoty velmi nepřesné. NFT je tedy velmi citlivý 
i na změnu amplitudy. Tyto nevýhody se projeví při analýze reálných dat, kde počítá 
velmi nepřesné hodnoty a je tedy nepoužitelný (odchylka 1016).  
Algoritmus chirp transformace má značnou výpočetní náročnost, je ovšem 
rychlejší než přímý výpočet pro N a K ≥ 50. Co se výsledků týče, lze říci že svými 
vlastnostmi je shodný s zobecněným Goertzelovým algoritmem. V případě reálných 
dat se ovšem projeví jeho nevýhoda. Přírůstek analyzovaných frekvencí musí být 
lineární. Frekvence v části 6.5 této podmínce nevyhovují, a jsou analyzovány 
nepřesné frekvence. Shodné jsou pouze první a poslední frekvence. 
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Seznam symbolů, veličin a zkratek 
A   Amplituda 
Ak   Fourierův koeficient 
ak   Fourierův koeficient 
Bk   Fourierův koeficient 
bk   Fourierův koeficient 
CTA   algoritmus Chirp transformace 
DFT   diskrétní Fourierova transformace 
E   modul pružnosti 
FFT   rychlá Fourierova transformace 
FIR   filtr s konečnou impulsní odezvou 
f   frekvence  
fp   střední frekvence vrubového filtru  
fs   vzorkovací frekvence 
g   počet stupňů FFT 
H(z)   přenosová funkce filtru 
h(n)   impulsní odezva 
IIR   filtr s nekonečnou impulsní odezvou 
KGA   klasický Goertzelův algoritmus 
K   celkový počet frekvenčních složek 
k   aktuální frekvenční složka 
kt   tuhost pružiny 
Li   množství prosáknutí okolních sinusooid 
l   vzdálenost uražená za dobu T s fázovou rychlostí vf   
M(ω)   modulová kmitočtová charakteristika  
m   index 
mt   váha závaží 
NFT   algoritmus vrubové transformace 
N   celkový počet vzorků 
Nacq hodnota vzorku, po kterém se aktualizují Fourierovy koeficienty 
PGA    
n   aktuální vzorek 
PGA   posuvný Goertzelův algoritmus 
PG   proces gain 
p   index 
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q   index 
SNR   odstup signál/šum 
s   stavová proměnná 
ŝ   aditivní šum 
T   perioda 
t   čas  
tacq   čas, po kterém se aktualizují Fourierovy koeficienty PGA 
VCO   řízený oscilátor 
vf   fázová rychlost 
vpp   rychlost šíření vlny v pružném prostředí 
XFFT   obraz rychlé Fourierovci transformace 
XDFT   obraz diskrétní Fourierovci transformace 
x(n)   vzorek signálu 
y   výstupní vzorek 
ZGA   zobecněný Goertzelův algoritmus 
ΓDFT   pracnost DFT 
ΓFFT   pracnost FFT 
Δf   frekvenční interval 
λ   vlnová délka  
ρ   hustota 
φ   fáze 
Ω    základní úhlový kmitočet 
ω   úhlový kmitočet  
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Seznam příloh 
Přiložené CD obsahuje následující soubory 
Praktická část 
• CTA.m – implementace algoritmu chirp transformace 
• Dxxx_2s_1.txt – reálná data 
• FFT.m – výpočet spektra pomocí FFT 
• FI.m – implementace vrubové Fourierovi transformace 
• GA.m – implementace klasického Goertzelova algoritmu 
• generujiOkno.m  
• generujiTESTsignal.m 
• generujiTESTsignalsezmenouA.m 
• generujiTESTsignalsezmenouf.m 
• GGA.m – implementace zobecněného Goertzelova algoritmu 
• nacitamEXTERNIdata.m 
• SGA.m – implementace posuvného Goertzelova algoritmu 
• TestovaciDavka.m – testovací dávka, která ovládá testování 
• vykreslujiVysledky.m 
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